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 معادلات غير الخطيةال لجم لحل طريقتان جديدتان
 
 

حسٍإبراهيى  َضال انذكــتـــــــــــور
 

 
 ممخّص  

معادلات جمل الل العددية الحمولعدديتين لإيجاد  طريقتين العملفي ىذا  نقدم
)(0من الشكل غير الخطية XF حيث ،nnF : . تقومالأساسية فكرة الإن 

لدالة وحل جممة المعادلات غير الخطية.  الدنيامبدأ وجود علاقة بين النياية عمى 
 المعرفةالعددي وفق متتالية من متجيات البحث تبحث عن الحل الأولى  الطريقة
عمى تعتمد الثانية الطريقة  بينما ،F  مدالةل ومصفوفة ىيسيان تدرجال متجو بدلالة

، المقترحتينالطريقتين  تقاربتم إثبات . إنشاء متتالية من متجيات البحث المترافقة
 لأجل ةتقريبي ولكون الحمتسإذا كانت الدالة تربيعية، و  ةدقيق ولاوأنيما يقدمان حم

استخدام برنامج الطريقتين المقترحتين ب خوارزميتيتنفيذ تم تربيعية. الال فوق و الد
Mathemtica التاسعة النسخة . 

 لبعضالتقريبية  الحمولبتطبيقيما لإيجاد  ترحتينالمقالطريقتين فعالية  تْ ر تبِ اخُ 
مقارنة مع بعض بالالطريقتين  ودقةتشير النَتائِج العددية إلى فعالية و  ،مسائلال

  الطرائق الأخرى.
 

غير  لاتمعاد جمل ،الدنياالنياية ،  مصفوفة ىيسيان ، التدرج :الكممات المفتاحية
 .، متجيات مترافقةخطية

                                                 
سورية -حمص -البعثجامعة  -كمية العموم -قسم الرياضيات -مدرس 
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Two New Methods for Solving Systems of  

Nonlinear Equations 
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 ABSTRACT  

           In this paper, we present two new methods for finding 

the numerical solutions of systems of the nonlinear equations 

0)( XF , where nnF : . The basic idea depend on 

founding relationship between minimum of a function and the 

solution of systems of the nonlinear equations. The first method 

seeks the numerical solution with a sequence of search 

directions, which is depended on gradient and Hessian matrix of 

function, while the second method is based on a sequence of 

conjugate search directions. The study shows that our two 

methods are convergent, and they can find exact solutions for 

quadratic functions, so they can find high accurate solutions for 

over quadratic functions. The purposed two algorithms are 

programmed by Mathematica Version9. The approximate 

solutions of some test problems are given. Comparisons of our 

results with other methods illustrate the efficiency and highly 

accurate of our suggested methods.  

 
 

Key Words: Gradient, Hessian Matrix, Minimization, Nonlinear systems. 

Conjugate Directions  

                                                 

 Assistant Prof, Depart. of Mathematics, Faculty of Science, Al-Baath Universty, 

Homes, Syria.  



 حسنإبراهيم  نضال الدكــتـــــــــــور   6102عام  9العدد  83ــ المجلد البعث  جامعة مجلة

11 

 

   :مـــقدمـــة-1

عنرد  اتيرأىمي لا تنحصرر تعد مسألةالمعادلات غير الخطية لجمل  حمولالإيجاد إن         
كثيرر ف، مختمفرة عمميةفروع  فينجد ىذه الأىمية ، بل فقط المختصين في مجال الرياضيات

مسرررائميم فررري إحررردى ترررؤول ، والإحصررراء الررر  الفيزيررراءاليندسرررة و مرررن البررراحثين فررري مجرررالات 
إلرى عندئرذ الحاجة قتضي ت، و غير الخطية المعادلات لجمل منإلى نماذج رياضية مراحميا 

لمعظرم ىري أن الحمرول الدقيقرة  الميتمرين،المشكمة التي تواجرو ىرؤلاء ولكن ، يال إيجاد حمول
، ليررذا يمجررأ البرراحثون فرري بررالطرائق المعروفررة لا يمكررن إيجادىررالمعررادلات ىررذه النمرراذج مررن ا

حاسررروبيا  ةبرمجرررمعدديرررة تقرررديم طرائرررق لحرررل ىرررذه المشررركمة وذلرررك بمجرررال التحميرررل العرررددي 
 .النماذجمثل ىذه لتقريبية لإيجاد الحمول ال

، التقارببالدقة وسرعة  ان، تتسمتينفعال تينعددي طريقتينقديم لتلبحث ىذا ا يدفي        
 لمعادلات غير الخطية من الشكل:لجمل ا العددية الحموللإيجاد 

 ,=, …,x, xx f

 , =, …,x, xx f

 ,=, …,x, xx f

nn

n

n

0)(

0)(

0)(

21

212

211


                                                     (1) 

 :كالآتي المختصركتب بالشكل تالتي و 
F(X)=0                                                                    (2)   

nnFحيررررررررررث  :، و T

n, …,x, xxX )( 21 بررررررررررر  متجرررررررررروn ومتغيررررررررررر حقيقرررررررررري ،
T

n,f, , f fF )( 21   برمتجو n عناصره مجموعة من الدوال المستمرة. ،بعد 
إذا كانت الدالة X عند دقيقاً ( تممك حلا 2المكافئة )الجممة ( أو 1المعادلات )إن جممة 

 فة بالشكل:المعرّ 





n

i

ni , …,x, xxfXG
1

2

21 )]([)(                                       (3) 

 .[1,3,11]  ، راجعXعند  صفرية دنياتممك قيمة نياية 
 حل المسألة:( يؤول إلى إيجاد 1لمسألة المطروحة )اإن إيجاد حل  ،أخرىبكممات 

)(XGMin
nX 

,                                                             (4) 
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nGحيررث:   إنررو إذا كرران إذدالررة مسررتمرة وقابمررة للاشررتقاق مرررتين عمررى الأقررل.  :
X  (، فإن 4لممسألة )نياية دنياF( X  .ىو الحل المطموب X يكون ، و0=(

طريقرررة تنصررريف  مثررلالأوائررل مجموعرررة مرررن الطرائررق العدديرررة الأساسرررية  العممررراءقرردم        
ىررذه الطرائررق خدمت ، اسررت [12 ,2]طريقررة القواطررع، طريقررة نيرروتن، طريقررة ىررالي ،المجررال
طريقرة نيروتن لحرل  مرتمّ ثرم عُ  ،تقريبية لممعادلات غير الخطية بمتغير واحدالحمول ال لإيجاد
العديد مرن الدراسرات في السنوات القميمة الماضية مؤخرا  تقُدِم .معادلات غير خطية جمل 

، فعمرررى سررربيل  (1ل المسرررألة المطروحرررة )حرررلتطررروير طرائرررق عدديرررة  ، تيررردف إلرررىوالأبحررراث
 :المثال
خوارزمية الأمثميات الاستكشافية تقنية عددية تعتمد عمى  [1]وآخرون في  Amayaاقترح 

نيوتن بإدخال طريقة  [2]في  Ardelean طور (.1لإيجاد الجذور الحقيقية لممسألة )
ثم درس  ،ox تعديل يعتمد عمى تنصيف زاوية المستقيم المماس لمنحني الدالة مع المحور

  (.1) تقارب الطريقة الجديدة وأختبرىا بحل بعض المسائل من النمط
خوارزميات البحث الخطي لحل تعتمد عمى عددية  ائقطر  [3,11 ,1] الأعمال في مدِ قُ 

 [4]وآخرون في  Haoدرس  (.1لمسألة )الحل استخدمت ىذه التقنيات  ،الأمثميات مسألة
لحل  وخوارزمية الفضاءات الجزئية المغمقة Macaulay ةطريقة عددية تستخدم خوارزمي

تقريبية لعزل الجذور الحقيقية  طريقة [5]في  Jones and Iyengar أوجد  (.1لمسألة )ا
)(الدوال برتعت تكرارية، وىي تقنية (1) لممسألة 21 ni , …,x, xxf تم يو  ة،عشوائي اتمتغير

لحصر  طريقة مونت كارلو تستخدماوالانحراف المعياري والتشتت، و ب المتوسط احس
ية ذات ونعصبالشبكات الطريقة  [6]في  Margaris and Goulianasدرس . الجذور

وآخرون   Rahimianأنشأ. (1من الشكل) جممة معادلتين لحلخمفية المامية الأتغذية ال
 أختبر. (1)لمسألة ا لحلالنقطة الثابتة و  Homotopy تيمركّبة من طريق طريقة [7]في 

Ramadas  أوجد  .(1)لمسألة اميد لحل  -نيمدربحث خوارزمية  [8]وآخرون في 

Savageau  إلى مجاميع متعددة  (1)غير الخطيةجممة المعادلات  تحويلطريقة  [9]في
في وآخرون   Silva أوجد .ممتغيراتقيم تقريبية لوحساب من الفروق التفاضمية ودوال قوى 

ذات طريقة تستخدم خوارزمية الوراثة العشوائية لحل جممة معادلات غير خطية  [10]
 .قيود
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والمبرررادئ التعررراريف بعرررض نقررردم  ،تينالمقتررررح الطرررريقتينمبررردأ عمرررل قبرررل البررردء بشررررح      
 الأساسية الآتية:

 (الحل) 1تعريف
 .  F(X)=0( إذا كان 1) تلمعادلاجممة ا( لجذر) حلىو  X  المتجويُقال إن       
 (التقارب) 2تعريف

لررتكن        

1}{ kkX  يُقررال إن المتتاليررة تتقررارب الحقيقيررة المتجيرراتمتتاليررة لانيائيررة مررن ،
يوجرررد عررردد  eps)يررردعى نيايتيرررا( إذا كررران لأجرررل أي عررردد صرررغير موجرررب  Xالمتجرررو  إلرررى 

 بحيث يتحقق:epsN)(صحيح موجب 
)(,|||| epsNkepsXX k . 

XXوعندئذ نكتب  k
k




lim  لمدلالة إلى أن المتتالية

1}{ kkX  تتقارب إلىX. 
 (التقارب من المرتبة )  (3)تعريف
بفررررض أن        

1}{ kkX  متتاليرررة تتقرررارب إلرررىR وأن ،RXE kk   مرررن أجرررل كرررل
1k  إذا وجد عددان موجبان ،  بحيث يتحقق: ,
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RX. 

 .بثابت خطأ تقارب  من المرتبة  Rعندئذ يُقال إن المتتالية  تتقارب إلى 
 Gradient Vector التدرج(متجو  ) (4)تعريف

nGإذا كانررت الدالررة           قابمررة للاشررتقاق بالنسرربة لمتغيراتيررا، يُعرررّف ترردرج  :
 :[14]المتجو  بأنو  XG)(الذي يُرمز لو بر  XG)(الدالة 

T

nx

G

x

G

x

G
XgXG ],,,[)()(

21 










   

حيرررث 
i

i
x

G
g




 ،i=1,…,n ىررري مشرررتقات جزئيرررة لمدالرررة ،)(XG وللاختصرررار نسرررتخدم ،

)(Xg بدلا من)(XG. 
 Hessian Matrix [14] )مصفوفة ىيسيان(:  (5)تعريف
nGإذا كانت الدالة         قابمة للاشتقاق مرتين متتاليتين بالنسبة لمتغيراتيا،  :

 :كالآتي  H(X)رمز ليا بر يُ التي  XF)(مصفوفة ىيسيان لر  فْ عرّ تُ 
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  (Quadratic Function): الدالة التربيعية:  (6)تعريف
لدالة  ليذه ا H(X) ت مصفوفة ىيسيانإذا كان X في تربيعية G(X) الدالةإن  يُقالْ      
 :كالآتي كتابتياويمكن ، ثابتة

dXCXHXXG TT 
2

1
)(                                   (5) 

 عدد ثابت.  dثابت و  متجو C و وثابتمصفوفة  H حيث 
 :[14] )المصفوفة محددة موجبة(  (7)تعريف
، n البعدمتجو غير صفري من ، وnn المرتبةمربعة من مصفوفة  Aبفرض     
 إذا تحققت المتراجحة:موجبة محددة  A مصفوفةال إنيُقالْ 

0  A , 0  

  (Local Minimum)الموضعية  الدنياالنياية (8) :  تعريف
nXإن النقطة يُقالْ         موضعية لمدالة  دنيانيايةG(X)  إذا كانتG في  معرفة
 بحيث يكون: 0، ويوجد عدد صغير موجب Xجوار

)()( XGXG  ,  
التي تحقق  X  جميع النقاط من أجل وذلك  ||||0 XX ،  حيث  XX. 

  [13]ترافق متجيين بالنسبة لمصفوفة (9) : تعريف
nYXمتجيين عن يُقالْ        ,  غير صفريين إنيما مترافقان بالنسبة لممصفوفة

0YAXإذا كان  nnالمرتبة من Aالمحددة الموجبة T. 

 (The Numerical Solution)الحل العددي (10) : تعريف
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، حيث تفترض معظم الطرائق العددية الدقيقإن الحل العددي ىو تقريب لمحل  
X0حلًا ابتدائياً 

، ...، وىكذا تتشكل X2، ثم  X1 لإيجادثم تعمل وفق تقنية تكرارية   
}{متتالية  kX  الدقيقالحل  إلىمتقاربة X يكون، وعندئذ: 

*XXLim k
k




 
حيث  ،دقة مفروضة الذي يحققNXالحل العدديب سنكتفيولكن في الخوارزميات العددية 

N  ،تقف عند التكرار أن مخوارزمية ل ولابدىو رقم آخر تكرارN  الذي يحقق إحدى
المعيارين   |||| 1NN XX  أو||)(|| NXG 0، حيث  عدد حقيقي صغير
 بقدر كافٍ.

ىو أن  XG)( لمدالةموضعية نياية دنيا  Xلتكون ةط الكافيو الشر : [14]1مبرىنة
)(0يكون  *  XG ىيسيان مصفوفة وتكونH( X  .محددة موجبة لدالةاذه لي (

 أىمية البحث وأىدافو:-2
لمعررادلات جمررل الالتقريبيررة  الحمررولإيجرراد  يتطرررق إلررىتكمررن أىميررة ىررذا البحررث بأنررو        

تتميرزان  عردديتين طرريقتينتقرديم ل ونسرعى ،F الخطيرة غير كان شكل الدالة غير الخطية أياً 
كمررا ويتجمررى ىرردفنا بشرركل أسرراس فرري دعررم وتطرروير البحررث ، التقررارب سرررعةالأداء بفعاليررة 

وتزويررررد البرررراحثين وطررررلاب الدراسررررات العميررررا بمعمومررررات إضررررافية مررررن  ،العممرررري فرررري القسررررم
 .الناحيتين النظرية والتطبيقية

 طرائق البحث ومواده:-3
 مسألة إيجاد نياية دنياإلى ( 1) مسألةالتحويل إمكانية عمى بحث ال ائقطر  تعتمد       
ىي الحل التقريبية لممسألة الجديدة لدالة بعدة متغيرات، وتكون نقطة النياية الدنيا تقريبية 
حل مسألة الأمثميات العددية  تقنياتسيتم الاعتماد عمى  يذاوللممسألة المطروحة، التقريبي 

تعتمد عمى متجو التدرج ومفيوم الترافق  ائقطر  يوى، الموضعية البحث عن النياية الدنياب
يتم توصيف الطرائق بخوارزميات كما س، (3المسألة الجديدة) ومصفوفة ىيسيان لدالة

 . المتطورةإحدى لغات البرمجة ب اتنفيذىا حاسوبي ليسيل
 النتائج والمناقشة:-4
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 اخوارزميرلطريقتين عدديتين تكرراريتين وتوصريفيما نقدم في ىذه الفقرة صياغة تحميمية       
 التاسعة. في نسختو Mathematicaوتنفيذىما باستخدام برنامج 

 :المقترحة الأولىطريقة ال
المعرفة G(X) لمدالة  الموضعية النياية الدنيا نقطة عمى إيجادأولا نركز اىتمامنا       

، Xنفرض أن الدالة تقبل الاشتقاق مرتين متتاليتين بالنسبة لر  ىذاجل لأ(، 3بالعلاقة )
 ، والاكتفاء بالحدود الثلاثة الأولى، يمكن أن نكتب تقريبا :وفق تايمور Xkوبنشرىا حول 

)()()()()(
2

1
kk

T

kkkk XXHXXXXgGXG                      (6) 

)()(حيث  kkk XGXGg    و ،التدرجمتجو )()( 2

kkk XGXGH  
مصفوفة ىيسيان لمدالة عند 

kXX .  ( نحصل عمى:6وبحساب تدرج الدالة ،) 
)()( kkk XXHgXG  

Xتكون 
)(0( إذا كان1بحسب المبرىنة) G(X)نياية دنيا موضعية لر  * *  XG 

 :أن موجبة، يعني محددةkHوكانت مصفوفة ىيسيان
(7           )                    0)( *  kkk XXHg 

*ضعولكن بو 

1 XX k  ( تقريبية، 6لأن العلاقة ) وافتراض أن
kkk dXX 1

 تنتج، 
 العلاقة التكرارية:

,1,0,1  kdXX kkk (8           )                       

يدعى 
kd  ،بعد تعويض ( 7من العلاقة )يحسب و متجو بحث*

1 XX k كالآتي: 
kkk gHd 1                                                               (8a) 

بحسب  موجبة لكونيا محددةقابمة لمقمب ىيسيان موجود دائما لأن مصفوفة ذا المتجو ىو 
 .(1المبرىنة )

nXإذا كانت        0
فإن العلاقة ، G(X)لمدالة الدنيا نقطة ابتدائية قريبة من النياية  

,,...,( تنتج حلا تكراريا من الشكل8) التكرارية 21 NXXX  التكرارعند  وتتوقفNX

 إحدى المعيارينالذي يحقق   |||| 1NN XX أو||)(|| NXF ،0 لأجل 
 عدد حقيقي صغير بقدر كافٍ.

 كالآتي: خطي بكتابتيا كعلاقة بحث( 8يمكن تحسين تقارب العلاقة التكرارية)
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1,,1,0,1  NkdXX kkkk  (9           )                       

 التابعة لر  لدوالمتتالية ال دنياىي نيايات تدعى بأطوال الخطوات، و  0kحيث 
 :الآتية

 )1,...,1,0(,)()(  NkdXG kkk                                  
(10) 

 :بالنسبة لر  kΦ)(الدالة  اقشتقتقريبيا با kتعيين الخطوات يتم و 
)1,...,1,0(,0)()()(  NkdXgd kk

T

kk                       (11) 

,)2,1(...,    ستخدام طريقة نيوتن رافسون:وا
)(

)(
1

1
1 









 i

i

kk

i

kki

k

i

k



 

mلمحصول عمى الحل التقريبي

k (ويكون 11لممعادلة ،))1,0,...,1(,  Nkm

kk  
 تقريبا.
 فإن ،محددة موجبةمصفوفة ىيسيان ليا و دالة تربيعية  XG)( (: إذا كانت1)نتيجة
)(0لممسألة  1Xتعطي حلا دقيقا عند التكرار الأول  (9) التكرارية العلاقة XF  من

nXأجل كل  0 . 
 ، فيمكن كتابتيا بالشكل:دالة تربيعية XG)( : إذا كانتالإثبات

)()()()()( 000000
2

1
XXHXXXXgGXG T  

 
)()( حصل عمىن ،XG)(لمدالة  متجو التدرجوبإيجاد  000 XXHgXG  ،

1XXمتجو عند ىذا القيمة  تعطىو   كالآتي: 

0)()(

)()(

0

1

0000

1

000

10001001





 gHHggHHg

dHgXXHgXG
 

)(0وبما أن  1  XG  فإن محددة موجبةومصفوفة ىيسيان*

1 XX   بحسب
)(0 (، وىذا يقتضي أن يكون1المبرىنة) 1 XF .وىو المطموب 

 kX عند كل تكرار محددة موجبة XG)(دالة (: إذا كانت مصفوفة ىيسيان لم2)نتيجة
)(0تتقارب إلى الحل الدقيق لممسألة  (9) التكراريةالبحث  علاقة فإن XF  من أجل
nXكل  0. 
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( ىو أن يتحقق شرط الانحدار 9) العلاقة التكرارية : إن الشرط الكافي لتقاربالإثبات
 :[14] الأشد الآتي

,...1,0,0  kdg k

T

k 
kkk بتعويض قيمة متجو البحثو  gHd 1  الشرط في: 

0)( 11  

kk

T

kkk

T

kk

T

k gHggHgdg
1 مقموبيا بالفرض، و محددة موجبةkHلأن مصفوفة ىيسيانيتحقق مباشرة  

kH أيضا
0,01 يكون (7)تعريفوبحسب ال ،[13] محددة موجبةمصفوفة  

kkk

T

k ggHg 
 وىو المطموب.

قابمررررة القررررراءة و  ةلتصرررربح سرررريم ةبخوارزميرررر ة الأولررررىالمقترحرررر ةالآن الطريقرررروصررررف سن     
 متطبيق عمى الحاسب.   ل

 بالنقاط الآتية: اىي توصيف لمطريقة المقترحة الأولى، و يمكن تمخصيي: 1خوارزمية
nX: لتكن شروط البدء 0 0 نقطة ابتدائية قريبة من الحل الدقيق لممعادلة)( XF ،

0  ،صغير بحسب الحاجةk=0 نعرف الدالتين عداد التكرارات ،F(X) و ،G(X). 
kdXعند XG)(لمدالة  kHومصفوفة ىيسيانkg: نحسب متجو التدرج 1الخطوة  . 
: نعرف متجو البحث بالعلاقة: 2الخطوة 

 kkk gHd 1. 
)()(نقطة نياية دنيا لمدالة  k:  نجد 3الخطوة  kkk dXG  . 
kkkk: نحسب تكرار جديد من العلاقة 4 الخطوة dXX 1. 
 .k:=k+1: نزيد العداد واحد 5 الخطوة

||)(||: نختبر المعيار 6 الخطوة kXF عود لمتكرار بدءا من ن محققا يكن لم، إذا
 . 2الخطوة 
)(0 حلا تقريبيا لممعادلة NX: طباعة النتائج 7 الخطوة XF. 

 :   الثانية المقترحةطريقة ال
إن مبدأ عمل ىذه الطريقة يعتمد عمى مفيوم ترافق المتجيات. يكون المتجيان غير        

nYXالصفريين  , (إذا كانا متعامدين وفق الجداء 9مترافقين بحسب التعريف )
 الداخمي المعرف بالشكل:

YHXYX T

H ),(  
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 والمرتبط بالنظيم:
XHXXXX T

HH  ),(|||| 2  

110 أن بفرض ,...,, nddd  متجيات مترافقة بالنسبة لمصفوفةH  محددة موجبة، عندئذ
ذا كان nفإن ىذه المتجيات تشكل قاعدة لمفضاء nX، وا   فإن ،X  كتركيب يكتب

 الشكل:خطي من 

i

n

i i

T

i

i

T

d
dHd

dHX
X 






1

0 )(
                                     (12a) 

nX( نلاحظ أنو إذا كان 12aولإثبات صحة العلاقة )  فإنو يكتب بدلالة القاعدة ،
110 ,...,, nddd :كالآتي 

111100  nn dddX  
                 (12b) 

 أن:من جية أخرى، وبسبب ترافق ىذه المتجيات نجد 

i

T

iii

n

k

T

kki

T dHddHddHX )(])([
1

0

  




 

ومنو نحصل عمى 
i

T

i

i

T

i
dHd

dHX

)(
 وبالتعويض في ،(12b) .ينتج المطموب 

nXالآن، من أجل نقطة ابتدائية معطاة  0:يمكن تعريف المتتالية المنتيية الآتية ، 
)1,...,1,0(,1  nidXX iiii                             (13) 

,)1,0,..,1( حيث  nidi  مع متجيات مترافقةH  عددىاnو ، i  أطول تدعى
 :الآتية التابعة لر  لدوالمتتالية ال دنياىي نيايات و  ،الخطوات

 )1,...,1,0(,)()(  nidXG iii                              (14) 

 .(11بأسموب مماثل لإيجاد جذور المعادلة ) iيمكن تعيين 
ليا محددة موجبة فإن  H دالة تربيعية ومصفوفة ىيسيان XG)(: إذا كانت 1مبرىنة

( ىو الحل الدقيق لممعادلة  13في العلاقة ) nالناتج عن التكرار  nXالمتجو 
0)( XF. 

 n( بعد 1الحل الدقيق لممسألة ) عطي( ست13: سنثبت أن العلاقة التكرارية )البرىان
أن  سنثبت تكرار، يعني XX n ( بالشكل:13ذلك نكتب العلاقة )تحقيق ، من أجل 
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)1,...,1,0(,
0

01  


 nkdXX
k

i

iik                 (15) 

عند ( 5بحساب متجو التدرج لمدالة التربيعية المعرفة في )
1 kXX ينتج لدينا: 

111 )(   kkk XHCXgg  

00 XHCg  ,   0)( **  XHCXg  

 نحصل عمى:وشروط الترافق،  (15و)( 11) تينو باستخدام العلاق

k

T

kk

T

k

k

i

i

T

ki

T

k

k

i

ii

T

kk

T

kk

T

k

dHdgddHdgd

dHXHCdXHCdgd

)()()()(

)()()()()(0

0

0

0

0

011



















   (16) 

 :لدينا يكون( 16ومن العلاقة )

k

T

k

T

k

k

T

k

k

T

k
dHd

gd

dHd

dg

)(

)(

)(

)( 00                                    (17) 

)(0حيث  k

T

k dHd  لأنH .مصفوفة محددة موجبة بالفرض 
 :التكرارية ، نحصل عمى العلاقةk=n-1وجعل  (15)في العلاقة  (17)بتعويض العلاقة 







1

0

0
0

)(

)(n

i

i

i

T

i

i

T

n d
dHd

dg
XX                                   (18) 

 ، ينتج لدينا: (12a)مع العلاقة  (18) العلاقة ةمطابقوب
**11

0

1

00

1

0 )()( XXHHCHXHCHXgHXX n    

نجد أن 
nX  نياية دنيا دقيقة لرمدالةنقطة)(XG ،ومنو nX0حل دقيق لر)( XF  وىو
 المطموب. 
 :  2خوارزمية

 الثانية، و يمكن تمخصييا بالنقاط الآتية:ىي توصيف لمطريقة المقترحة 
nX: لتكن شروط البدء 0 0نقطة ابتدائية قريبة من الحل الدقيق لممعادلة)( XF ،

0  ،صغير بحسب الحاجةi=0  عدّاد التكرارات، نعرف الدالتينF(X) و ،G(X). 
 الأشعة الابتدائية وىي أشعة الواحدة: : نضع قاعدة1 الخطوة

21 ed ,…, nn ed 1  , 10 ed ,  
 :k=0,1,…,n-1 ننفذ العمميتين التاليتين من أجل: 2 الخطوة
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)()(نقطة نياية دنيا لمدالة  kنجد  -أ       kkk dXG   
kkkkنحسب  -ب       dXX 1 
1)(نحسب متجو مترافق جديد  :3 الخطوة

nnn XgHd  
)()(نقطة نياية دنيا لمدالة  n: نجد 4الخطوة  nnn dXf   
nnnnنحسب نقطة التكرار الجديدة :5 الخطوة dXX 1 ونضع ،i:=i+1. 

 الشرط: نختبر 6 الخطوة ||)(|| 1nXF فإذا كان محقق نتوقف عن التكرار وننتقل ،
لا نحدّث متجيات البحث7لمخطوة  : كالآتي ، وا 

10 dd  , 21 dd   , …, )( 1

1

1 



 nnn XgHd نضع  -أ           

10نضع   -ب          nXX  2ونعود لمتكرار بدءا من الخطوة . 
: طباعة النتائج 7 الخطوة

1nX 0 تلمعادلاجممة احلا تقريبيا ل)( XF. 
 التالية. النتيجةنستخمص مما سبق 

ومصفوفة (، 5دالة تربيعية من الشكل المعطى بالعلاقة ) XG)( (: إذا كانت2)نتيجة
110 وكانت ،محددة موجبةليا ىيسيان  ,...,, nddd  بالنسبة لمصفوفة متجيات مترافقة
nX، عندئذ من أجل كل نقطة Hىيسيان  0 فإن 







1

0

0
0

)(

)(n

i

i

i

T

i

i

T

n d
dHd

dg
XX                                 (19) 

)(0وحل دقيق لر ، XG)( رل دنيانياية نقطة ىي  XF  متجيات جميع باستخدام
 البحث.
ومصفوفة ىيسيان ليا محددة  (5دالة تربيعية معرفة بالعلاقة ) XG)(: لتكن فرضية
ndXX ، نعرف من أجلموجبة ,,  ، دالتين بمتغير وحيد كما يمي:)0()1(

1,0,)()( )(  kdXG k

k   

10نرمز لنقطتي النياية الدنيا لياتين الدالتين بر  , :عمى الترتيب، وليكن 

01

)( 1,0,

UUW

kdXU k

k

k



 
 

 .Hnيكونا مترافقتين بالنسبة لممصفوفة  W, dعندئذ فإن المتجيتين 
)(نياية دنيا لمدالة  k: بما أن البرىان k باشتقاق ،)( k  بالنسبة لر :نجد أن 
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1,0,0)()(  kUgd k

T

kk   

 وىكذا يكون لدينا:

0)]()([)(

)()(

0101

0101





UgUgdCUHCUHd

UHUHdUUHdWHd
T

nn

T
nn

T

n

T

n

T

 

 وىو المطموب.
محددة ليا ىيسيان ومصفوفة ( 5تربيعية معرفة بالعلاقة )دالة  XG)(إذا كانت :2مبرىنة
تولد متجيات بحث مترافقة بالنسبة لممصفوفة  الثانيةلطريقة  (2)خوارزميةالفإن موجبة 

nH .في كل تكرار 
في التكرار الأول أشعة الواحدة كمتجيات بحث وتولد متجو  2خوارزميةال: تستخدم البرىان

 بالتالي: ndبحث جديد 
0)()( 11   jn

T

ijn

T

i eHedHd  

110إن المتجيات ,...,, nddd   مترافقة تبادليا بالنسبة لممصفوفةnH  ميا تكنji  ،
أنتجت في التكرارين  2. و بفرض أن الخوارزميةn-1وحتى  0تأخذ القيم من  jو  iحيث 

nnالأول والثاني المتجيين الجديدين  dd ,1 ،:عندئذ نجد 
0)()()()( 11

1

1  



 n

T

nnnn

T

nnn

T

n gdgHHddHd  

 ليس إلا  2من الخوارزمية 4في الخطوة المحسوب  n إلى كون يرجعوالسبب في ذلك 
)(0ممعادلة لجذر   n  يؤدي إلى أن:مما 

1)()()(0  n

T

nnnnnn gddXf  
جممة متجيات البحث أنتجت ( 2الخوارزمية)أن حاليا، نفرض في مرحمة ما من التكرارات 

 :الآتية
nkk ddd ,...,, 1                                          (20) 

، ولنثبت أن الجممة التالية nHمترافقة مع المصفوفة  (20)نفرض أن جممة المتجيات 
 مترافقة:

121 ,...,,  nkk ddd                                       (21) 

مع  (21)لإثبات ترافق الجممة 
nH  يكفي فقط إثبات ترافق المتجيتينnn dd ,1 وىذا ،

يكون محقق عند كل تكرارين متتالين لمسبب السابق نفسو في التكرارين الأول والثاني، أي 
 أن:
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0)()( 11   n

T

nnn

T

n gddHd 
 وىو المطموب.

 :ينالآتي ينتحقق الشرط (2)خوارزميةالموصوفة في ال الثانيةطريقة الإن (: 4)نتيجة
a- [14]شرط الانحدار الأشد: 

0,0)(  kdg kk
                                               (22) 

b-  شروطWolfe-Powell  [14]: 
kkkkkkk dgGdXG  )()(                              (23) 

kkk

T

kkk dgddXg  )()(                                       (24) 
1,((، )2/1,0(حيث  . 

1بملاحظة أن المصفوفة  بسيولة وتحقيقيو يتم( 22)الشرط إثبات إن : البرىان

kH  محددة
 التالي:بموجبة و 

0)()()( 11  

kkkkkkkk gHgggHgd  

حول وفق تايمور  G(X)(: ننشر الدالة 23لإثبات )و 
kX:ًحيث يمكن أن نكتب تقريبا ، 

)()()()()(
2

1
kk

T

kkkk XXHXXXXgGXG    

وبتعويض 
1 kXX ٌويلاحظة أ ، , kkkk dXX 1 kkk gHd 1  َحصم

 عهى:

kk

T

kkkkkkkkk dHddgGdXG )()()( 2

2

1
  

 

)()()( 1121

2

1
kkk

T

kkkkkkkk gHHgHgHgG     

kkkkkk

kk

T

kkkkkkk

gHgG

gHggHgG

1

121

)()1(

)()(

2

1

2

1













 

 مما سبق نستطيع أن نكتب:

kkkkkkkk dgGdXG  )()1()(
2

1
                           (25) 
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0)1(1،  بحيث يكون  )2/1,0(، وk)1,0(عندئذ يوجد 
2

1
 k 

 وبالتالي:
kkkkkkk dgGdXG  )()(   

 نجد أن: kبالنسبة لر  (25)نشتق العلاقة  (24)ولإثبات الشرط   .(23)وىو الشرط  
kkkk

T

kkk dgddXg  )()1()(   

),1(، وk)1,0(عندئذ يوجد    0)1(1،  بحيث يكون  k 
 وبالتالي:

kkk

T

kkk dgddXg  )()(   

  وىو المطموب.، (24)الشرط  ما يثبت  وىو
 Mathematicaلغررررة الجوانرررب التطبيقيرررة مرررن ىرررذا العمرررل سنسرررتخدم  لإنجررراز: 2يلاحظةةةة
تسررمح باسررتخدام تمثرريلات عدديررة بدقررة عاليررة، عاليررة المسررتوى ىرري لغررة برمجيررة المتطررورة و 

بالإضافة إلى امتلاكيرا بيئرة رسرومية متطرورة التحميمية ومعالجيا،   توتسمح أيضا بالمتمثلا
 .ببعد واحد وبعدين وثلاثة أبعاد

باسررررتخدام ىررررذه المغررررة، بررررافتراض أن المطمرررروب إيجرررراد الحررررل  (2( و)1) تيننفررررذ الخرررروارزمين
 غير الخطية: تلمعادلاجممة االعددي ل











02226244

01442244

23

23

yxyxy

xyyxx
,  

 :Mathematicaباستخدام لغة  1تنفيذ  الخوارزمية :  1 انبرَايح

Clear[x, y, f1, f2, g, S, x0, x1, gx, gy, ee, H] 

f1[x_, y_] = 4 x^3 + 4 x y + 2y^2 - 42 x - 14 ; 

f2[x_, y_] = 4 y^3+4 x y + 2 x^2 - 26 y - 22 ; 

g[x_, y_] = f1[x, y]^2 + f2[x, y]^2; 

gx[x_, y_] = Simplify[D[g[x, y], x]]; 

gy[x_, y_] = Simplify[D[g[x, y], y]]; 

H11[x_, y_] = Simplify[D[gx[x, y], x]]; 

H12[x_, y_] = Simplify[D[gx[x, y], y]]; 

H21[x_, y_] = Simplify[D[gy[x, y], x]]; 

H22[x_, y_] = Simplify[D[gy[x, y], y]]; 

x0 = {4.0, 3.5}; 

For[i = 0, i <= 3, 

 Print["g=", g[x0[[1]], x0[[2]]]]; 

 g0 = {gx[x0[[1]], x0[[2]]], gy[x0[[1]], x0[[2]]]}; 
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 H = {{H11[x0[[1]], x0[[2]]], H12[x0[[1]], x0[[2]]]},  {H21[x0[[1]], x0[[2]]], 

H22[x0[[1]], x0[[2]]]}}; 

 S = -Inverse[H] .g0; 

 x1 = x0 + ee S; 

 ee = ee /. FindRoot[D[g[x1[[1]], x1[[2]]], ee] == 0, {ee, 0.0}]; 

  x1 = x0 + ee S ; x0 = x1; 

 ff = {f1[x0[[1]], x0[[2]]], f2[x0[[1]], x0[[2]]]}; 

 Print["itr=", i, "  X" , i, "=", x0, "   g", i, "=",  

  g[x0[[1]], x0[[2]]], "  e=", ee]; 

 Print["f(X", i, ")=", ff, " and Norm f(X", i, ")=", Norm[ff] ]; 

 Clear[ee, S, x1], i++] 

 :Mathematicaباستخدام لغة  2الخوارزمية  تنفيذ :2انبرَايح
Clear[x, y, f1, f2, g, S, x0, x1, gx, gy, ee, H, d, k, g0] 

f1[x_, y_] = 4 x^3 + 4 x y + 2y^2 - 42 x - 14 ; 

f2[x_, y_] = 4 y^3+4 x y + 2 x^2 - 26 y - 22; 

g[x_, y_] = f1[x, y]^2 + f2[x, y]^2; 

gx[x_, y_] = Simplify[D[g[x, y], x]]; 

gy[x_, y_] = Simplify[D[g[x, y], y]]; 

H11[x_, y_] = Simplify[D[gx[x, y], x]]; 

H12[x_, y_] = Simplify[D[gx[x, y], y]]; 

H21[x_, y_] = Simplify[D[gy[x, y], x]]; 

H22[x_, y_] = Simplify[D[gy[x, y], y]]; 

x0 = {4.0, 1.5}; 

d[0] = {1, 0}; d[1] = {0, 1}; 

For[i = 0, i <= 2, 

 For[k = 0, k < 2, k++, x1 = x0 + ee d[k]; 

  ee = ee /. FindRoot[D[g[x1[[1]], x1[[2]]], ee] == 0, {ee, 0.1}]; 

   x1 = x0 + ee d[k] ; x0 = x1; Clear[ee]]; 

 Print["g=", g[x0[[1]], x0[[2]]]]; 

 g0 = {gx[x0[[1]], x0[[2]]], gy[x0[[1]], x0[[2]]]}; 

 H = {{H11[x0[[1]], x0[[2]]], H12[x0[[1]], x0[[2]]]},  {H21[x0[[1]], x0[[2]]], 

H22[x0[[1]], x0[[2]]]}}; 

 S = -Inverse[H] .g0; 

 x1 = x0 + ee S; 

 ee = ee /. FindRoot[D[g[x1[[1]], x1[[2]]], ee] == 0, {ee, 0.0}]; 

  x1 = x0 + ee S ; x0 = x1; d[0] = d[1]; d[1] = S; 

 ff = {f1[x0[[1]], x0[[2]]], f2[x0[[1]], x0[[2]]]}; 

 Print["itr=", i, "  X" , i, "=", x0, "   g", i, "=",  

  g[x0[[1]], x0[[2]]], "  e=", ee]; 

 Print["f(X", i, ")=", ff, " and Norm f(X", i, ")=", Norm[ff]]; 

 Clear[ee, S, x1], i++] 

 عدديةواختبارات نتائج 
 2البرنررامجو  1البرنررامجالمقترررحتين بتنفيررذ لمطررريقتين نختبررر فعاليررة ودقررة الخرروارزميتين       

مررع نتررائج  نرراالمعررادلات غيررر الخطيررة ومقارنررة نتائجمسررائل الاختبررار مررن جمررل لحررل بعررض 
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وفعاليرررة متتاليرررة الحرررل كمرررا سررريتم قيررراس دقرررة . فررري مراجرررع مختمفرررة بعرررض الطرائرررق الأخررررى
التقريبرررري

kX  المعيررررار تقررررارببمرررردى سرررررعة مررررا لطريقررررة 



n

i

kik XfXF
0

2 إلررررى  ||)(||)(

)/(سررتخدم المعيررار ن .الصررفر 12 kk EELogRate   طريقررة بررين لمتقررارب اللحسرراب معرردل
كل تكرارين متتاليين، حيث 

kE ىو الخطأ في التكرار
kX . 

تردعى باختبرار التري  ترينغيرر خطي تينمعرادلجممة المسألة الأولى لتكن   ]:9,3[:1 انًسأنة
Himmelblau: 











02226244

01442244

2

2

121

3

2

1

2

221

3

1

xxxxx

xxxxx
  

 نتررائجنرردرج و ، 1سرربعة حمررول تقريبيررة لممسررألةالمقترررحتين لإيجرراد  تينالخرروارزمي نطبررق       
مرع نترائج  نرانتائجقرارن نالمقتررحتين  الطرريقينولتبيران فعاليرة . (2و) (1) ينلجردولا الحل في

. (4)-(3) ينالنتررائج فرري الجرردول ونرردرج، [9] جواسرراف طريقررةو  ،[3]ة البحررث الخطرري قرريطر 
 يتسرررع (1)فرري الشركلنرسرم . نراأفضررمية نتائجو دقرة تتضرح  (4)-(1ول)ابمقارنرة نترائج الجرردو 

||)(||باسرتخدام المعيرار في إيجاد الحل التقريبري الأول  (2(و)1تين )تقارب الخوارزمي kXF

  . 

       (،0.5 ,0(، )0.5-,0) : لقد تم استخدام النقاط الابتدائية في الحمول السبعة عمى الترتيب
 (-1,0( ،)1,0( ،)1, 1( ،)1,-0.5( ،)0,-2.5،) 
 

الأونى. انًقترحة انطريقة و( باستخذا1نهًسأنة) ةانتقريبي ولانحه: إيجاد 1اندذول
 

 

يتوسظ يعذل 

 انتقارب

Rate  

رقى 

 انتكرار
k

 

)(2 kXf )(1 kXf انحم انتقريبي 
kX رقم الحل 

4.96185 1 -1.61532 E-10 -8.27436 E-10 (-0.270845,-0.923039) الحل الأول 
5.61462 2 -1.88745 E-9 1.62327 E-9 (0.0866775, 2.88425) الحل الثاني 

4.672413 3 4.97991 E-13 -4.97846 E-12 (-3.07303, -0.081353) الحل الثالث 
5.58153 4 4.11997 E-11 3.10078 E-10 (3.38515, 0.0738519) الحل الرابع 
5.75822 5 8.49489 E-11 1.16408 E-10 (3.000000000,2.000000000) الحل الخامس 
3.99228 6 -5.43565 E-13 -3.12639 E-13 (3.58443,-1.84813) الحل السادس 
2.29453 7 -4.93827 E-13 4.55636 E-13 (-0.127961,-1.95371) الحل السابع 
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انثاَية. انًقترحة انطريقة و( باستخذا1نهًسأنة) انتقريبية انحهول: إيجاد 2اندذول
 

 

يتوسظ يعذل 

 انتقارب

Rate  

رقى 

 انتكرار
k

 

)(2 kXf )(1 kXf انحم انتقريبي 
kX رقم الحل 

5.36455 1 0 -1.33227 E-15 (-0.270845, -0.923039) الحل الأول 
7.465662 2 0 3.55271 E-15 (0.0866775, 2.88425) الحل الثاني 
8.06053 3 4.16334 E-15 -1.23235 E-14 (-3.07303, -0.081353) الحل الثالث 
9.01394 4 4.996 E-15 3.9968 E-15 (3.38515,  0.0738519) الحل الرابع 
7.85742 5 1.82219 E-11 1.07775 E-10 (3.00000000, 2.00000000) الحل الخامس 

7.663333 6 -2.89177 E-10 1.58461 E-9 (3.58443,-1.84813) الحل السادس 
9.38723 7 -2.00222 E-11 -7.76446 E-12 (-0.127961,  -1.95371) الحل السابع 

 
في  Line Search انخطي انبحث طريقة و( باستخذا1نهًسأنة)انتقريبية  انحهول: إيجاد 3اندذول

[3] .
 

 
يتوسظ يعذل 

 انتقارب

Rate  

)( 52 Xf )( 51 Xf في انتكرار انخايس  انحم انتقريبي
5X رقم الحل 

2.97 4.19365E-5 1.51325E-4 (-0.270841381989373, -0.923036977925469) الحل الأول 
2.13 1.212087E-3 1.19474E-3 (0.0867085036783106,  2.88423339327931) الحل الثاني 
2.11 3.61678E-4 1.58640E-3 (-3.07304526798170,  -0.0813371350117495) الحل الثالث 
1.65 -3.80767E-3 -1.93149E-4 (3.38519412590167,  0.0735892503227077) الحل الرابع 
1.98 6.28423E-3 1.25948E-3 (3.00003916764214,  1.99979209998351) الحل الخامس 
2.23 -1.22804E-2 -1.85554E-3 (3.58441811907790,  -1.84770519568769) الحل السادس 
2.01 -8.22744E-3 2.22599E-2 (-0.127609787275348,  -1.95313642658286) الحل السابع 

 

. [9] في انًرجع  Savageau طريقة و( باستخذا1نهًسأنة)انتقريبية  انحهول: إيجاد 4اندذول
 

 

يتوسظ يعذل 

 انتقارب

Rate  

رقى 

 انتكرار
k

 

)(2 kXf )(1 kXf انحم انتقريبي 
kX رقم الحل 

3.26 1 -1619116 E-3 -4631494 E-4  (-0.2708, -0.923) الحل الأول 
2.19 2 -9.43013 E-3 -1.55123 E-3  (0.08668,  2.884) الحل الثاني 
3.16 3 -2.2062 E-4 8.94889 E-4  (-3.073,  -0.08135) الحل الثالث 
1.97 4 -1.05497 E-3 -7.39843 E-3  (3.385,  0.07385) الحل الرابع 
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2.33 5 3.7002 E-3 8.40077 E-3  (3.000,  2.000) الحل الخامس 
2.68 6 3.67616 E-4 -2.19986 E-2  (3.584,  -1.848) الحل السادس 
2.29 7 -2.58933 E-3 2.1457 E-3  (-0.1280,   -1.954) الحل السابع 

 

 

 

 الأول تقريبيانحم ان في إيجاد تيٍانًقترح تيٍتقارب انخوارزيي تايخطط سرع (:1انشكم)

 (1)ًسأنةنه

 

 :الآتية تينخطيالغير  تينمعادلجممة اللتكن   ]:6[:2 انًسأنة

  

 نترائجالنردرج ، و 2لممسألةالأربع تقريبية الحمول الالمقترحتين لإيجاد  تينالخوارزمي نطبق     
ة قريقارن نتائجنا مرع نترائج طر نالمقترحتين  الطريقينفعالية  ثبات. ولإ(6و) (5) ينلجدولا في

( 7)-(5(. بمقارنررة نتررائج الجررداول)7الجرردول)سررجل النتررائج فرري ون [6]الشرربكات العصرربية فرري
 (2(و)1تين )تقررارب الخرروارزمي تي( سرررع2فرري الشرركل)نرسررم . نرراأفضررمية نتائجو تتضررح دقررة 

||)(||باستخدام المعيار  kXF . 
 

الأونى. انًقترحة انطريقة و( باستخذا2نهًسأنة)انتقريبية  انحهول: إيجاد 5اندذول
 

 


